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Аннотация
Рассматривается дискретная фильтрация с акцентом на вычислительный аспект. Дается краткий обзор численно 

устойчивых реализаций, основанных на трех математических идеях: факторизации положительно определенных (кова-
риационных или информационных) матриц, скаляризации векторных измерений и ортогонализации блочных матриц. 
С их использованием предлагается новый алгоритм квадратно-корневого расширенного фильтра Калмана (ККРФК) в 
приложении к нелинейной задаче анализа движения морских целей. Обсуждается применение этого алгоритма для 
судовождения и управления (включая предотвращение столкновений) судов.
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Abstract

The article deals with integral filtering, stressing a computational aspect, and gives a brief survey of numerically stable 
algorithms based on the three mathematical ideas: factorization of positive definite (covariance and information) matrices, 
scalarization of vector measurements and orthogonalizaiton of block matrices. Their use suggests a new Square-Root 
Extended Kalman Filter algorithm as applied to non-linear task of sea-target movement analysis. The article also discusses 
the use of the actual algorithm for navigation and control of ships including collision avoidance. 
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Введение

Метод наименьших квадратов (МНК) и критерий мини-
мума среднеквадратического отклонения (СКО), начиная 
с работ Лежандра и Гаусса, служат главным инструментом 
обработки измерительных данных во внешне разнообраз-
ных, но математически эквивалентных задачах – детерми-
нистской (Лежандр) и статистической (Гаусс).

Естественно, современные схемы МНК-вычислений, 
использующие все возможности компьютерной техники, 
ушли далеко вперед от исходных работ Лежандра и Га-
усса. Зарубежные материалы и отечественная литература 
дают широкое представление об этих методах. Так за по-
следние десятилетия созданы численно устойчивые реа-
лизации фильтра Калмана, включающие класс квадратно-
корневых алгоритмов, которые позволяют обрабатывать 
данные с удвоенной точностью без увеличения разрядной 
сетки компьютера. Это свойство дает основания считать 
данный класс алгоритмов эффективным для практики. 

Вместе с тем в отечественной литературе квадратно-
корневые алгоритмы фильтрации совсем не освещены 
[1] или освещены слабо [2, 3]. Так в книге Огаркова [2] 
этой теме посвящен лишь один параграф 3.7. Многие 
специалисты в области регрессионного моделирования 
или эконометрики продолжают использовать алгоритмы, 
которые можно считать устаревшими, несмотря на то, что 
они испытывают значительные трудности в случае пло-
хо обусловленной схемы наблюдения (или при явлении 
мультиколлинеарности регрессоров [4]).

Еще менее подробно представлены в отечественной 
литературе так называемые блочные алгоритмы (в за-
рубежной литературе array-algorithms), принадлежащие 
классу ортогональных реализаций [5].

Суммируя, выделим следующие ключевые идеи вы-
числительных методов оценивания: квадратно-корневая 
интерпретация матриц (ковариационных или информа-
ционных), скаляризация обработки данных и ортогонали-
зация блочных матриц [5–8]. В связи с этим первая цель 
данной статьи – привлечь внимание специалистов к этому 
направлению исследований. Мы ограничиваемся кратким 
обзором алгоритмов, поскольку подробные обзоры до-
ступны [8]. 

Вторая цель данной работы – приложение квадратно-
корневых алгоритмов оценивания к решению прикладной 
задачи сопровождения маневрирующих целей. Эта задача 
типична для систем наблюдения за морской обстановкой, 
включая судовождение и управление судном, в частности, 
скорейшее обнаружение маневра [9]. Одна из недавних 
зарубежных работ [10], решающая эту задачу анализа 
траекторий, также использует квадратно-корневую реа-
лизацию фильтра. В отличие от [10], работа [9] применя-
ет расширенный фильтр первого, а не второго порядка. 
Здесь мы показываем его новую квадратно-корневую реа-
лизацию и сообщаем о ее включении в специализирован-
ный программный комплекс.

1 Стандартный фильтр Калмана

Рассмотрим источник данных, который можно пред-
ставить в виде линейной динамической системы, возму-
щаемой дискретным белым шумом:
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где Φ(ti+1, ti), B(ti), Γ(ti), H(ti) – известные матрицы-
параметры системы; 

)( itx
 – n-мерный вектор состояния системы; 
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 – r-мерный вектор входного воздействия;
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 – m-мерный вектор измерений; 
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– независимые нормально распреде-

ленные векторы шумов с нулевыми средними значения-

ми и известными ковариационными матрицами )( itQ  и 

)( itR  соответственно, причем 0)(,0)( >≥ ii tRtQ .

Начальный вектор состояния системы 0x  распределен 

по нормальному закону с математическим ожиданием 0x  

и ковариацией P0.
При заданных матрицах-параметрах системы  

Φ(ti+1, ti), B(ti), Γ(ti), H(ti), Q(ti) и R(ti) и начальных 

условиях 0x , 0P
 решение задачи оптимального оцени-

вания вектора состояния )( itx  системы (1), (2) дается 
фильтром Калмана. Алгоритм этой рекуррентной об-

работки данных  определен следующими 
уравнениями:
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Замечание 1. Общепринято обозначать обновляющий 

процесс греческой буквой «ню» (ν в пятом уравнении си-
стемы (3)), а шум измерения – похожей латинской буквой 

v в уравнении (2). Что ниже имеется в виду, каждый раз 
ясно из контекста или замечаний 2–5.

2 Скаляризованная форма фильтра Калмана

Когда матрица )( itR  диагональная, R(ti) = diag 
[r1(ti), r2(ti), ..., rm(ti)], возможно произвольное расще-

пление системы наблюдений (вектора z (ti)) на априорную 
и текущую части [6, 8]. Тогда предпочтительно вместо (3) 
использовать фильтр Калмана со скалярной обработкой 
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измерений. Скаляризуя, получаем:
I. Экстраполяция
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II. Обработка измерения

А. Начальное присваивание: ˆ( ), ( ).i iP P t x x t− −= =



Б. m-кратное повторение процедуры скалярного об-
новления.

Для j = 1, 2, ..., m выполнять:
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с экстраполяцией между повторениями: xxPP ˆ:~,ˆ:~ == .

В. Завершающее присваивание:

ˆ ˆ ˆ( ) : , ( ) : ,i iP t P x t x+ += = 	  

где h – j-й столбец матрицы HT(ti); 

z – j-й элемент вектора z(ti),  j = 1, 2, ..., m.

3 Стабилизированный фильтр Калмана–Джозефа

Этап экстраполяции стабилизированного алгоритма 
совпадает с этапом экстраполяции стандартного алго-
ритма Калмана. Поэтому приведем лишь этап обработки 
измерения. Джозеф предложил [6] для алгоритма (3) ис-
пользовать общую формулу, справедливую для матрицы 

P̂  при любом, не обязательно оптимальном значении 
усиления фильтра K : 
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Второй этап приобретает следующий вид.
II. Обработка измерения

А. Начальное присваивание: ˆ( ); ( ).i iP P t x x t− −= =



Б. m-кратное повторение процедуры скалярного об-
новления.

Для j = 1, 2, ..., m выполнять:

: ( ), : , : ,
ˆ ˆ ˆ ˆ: , : , : ;
ˆ : ( )

T
j i

T T T

T

h Ph r t v Ph K v
P P Kv v Ph P P vK KK
x x K z h x

α = + = = α

= − = = − +
= + −

 



    
с экстраполяцией между повторениями: 
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Замечание 2. Здесь v  – независимое обозначение про-
межуточной величины.

В. Завершающее присваивание: 
ˆ( ) : ,iP t P+ =

 
ˆ ˆ( ) : ,ix t x+ =

 

где h – j-й столбец матрицы HT(ti); 

z – j-й элемент вектора z(ti),  j = 1, 2, ..., m.

4 Квадратно-корневой фильтр Поттера

Здесь вместо матриц )( ±
itP , по своей приро-

де положительно определенных, оперируют с их ква-

дратными корнями )( ±
itS , отвечающими условию 
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i tPtStS . Произведение )()( ±±
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T
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не теряет своей положительной определенности (при 
условии полноты ранга) даже с учетом ошибок округле-
ния, тогда как ошибки округления могут приводить к по-

тере этого свойства для матрицы )( +tP , если она вычис-
ляется по стандартному алгоритму (3).

С учетом вышеизложенного получен алгоритм фильтра 
Поттера [6]:

I. Экстраполяция
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где T – ортогональная матрица, приводящая матрицу к 
верхней треугольной форме.

II. Обработка измерения

А. Начальное присваивание: ˆ( ), ( ).i iS S t x x t− −= =



Б. m-кратное повторение процедуры скалярного об-
новления:

Для j = 1, 2, ..., m 
выполнять:
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где h – j-й столбец матрицы HT(ti);

z – j-й элемент вектора z(ti),  j = 1, 2, ..., m.

5 Факторизованный фильтр Бирмана

Этот алгоритм использует разложение ковариацион-

ной матрицы P в произведение двух треугольных матриц 

(с единичной диагональю) и диагональной матрицы D 
(с положительной диагональю) между ними. Если при-
менить эту идею к процедуре (5), (6) скалярного обнов-

ления, производя замены TLDLP ˆˆˆˆ =  и TLDLP ~~~~ = с 

нижнетреугольными матрицами L, то процедура (5), (6) 
эквивалентна пунктам В, Г, Д и Е следующего алгоритма.

II. Обработка измерения
А. Начальное присваивание: 

( ), ( ), ( ).i i iL L t D D t x x t− − −= = = 

  
.



Математическое моделирование, численные методы и комплексы ПРОГРАММ

Автоматизация процессов управления		  № 1 (27) 201240

Б. m–кратное повторение процедуры «скалярного» 
обновления.

Для j = 1, 2, ..., m 
выполнять:
В. Вычислить векторы
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Замечание 3. Здесь v  – независимое обозначение 
промежуточной величины.

Г. Задать начальные значения
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с экстраполяцией между повторениями: 
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Ж. Завершающее присваивание:
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.

Здесь h – j-й столбец матрицы HT(ti); 

z – j-й элемент вектора z(ti); 

r – j-й элемент rj(ti) диагональной матрицы ковариа-

ций шума измерений R(ti),  j = 1, 2, ..., m – номер ска-

лярного измерения в составе измерений z(ti) в момент ti.

6 Квадратно-корневой фильтр Карлсона

Этап экстраполяции здесь в точности совпадает с этим 
этапом в алгоритме Поттера. Поэтому выведем только 
алгоритм этапа обработки измерения. Пусть процедура 
скалярного обновления (5), (6) использует разложения 

TLLP ˆˆˆ =  и TLLP ~~~ = , где L̂  и L~ – нижние треугольные 
матрицы. Тогда данная процедура (5), (6) эквивалентна 
пунктам В, Г, Д и Е следующего алгоритма.

II. Обработка измерения

А. Начальное присваивание: ( ), ( ).i iL L t x x t− −= =
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nn nr K l fα = =′ 

	

Д. Для i = n, n – 1, ..., 2, 1 выполнять:
начало

2: ; : / ;
ˆ : ; : / ( );
ˆ : ; : ;

: .

i

ii ii i

i i i i

f
l l f
l l K K K l f

α = α + β = α α′ ′
= β λ = − αβ
= β + λ = +

α = α′



 

конец
Вычислить векторы

ναν Kxxxhz T +=−= ~:ˆ;/)~( 	
с экстраполяцией между повторениями:

xxLL ˆ:~;ˆ:~ == .

Ж. Завершающее присваивание:

xtxLtL ii ˆ:)(ˆ;ˆ:)( == ++
.

Здесь h – j-й столбец матрицы HT(ti);

z – j-й элемент вектора z(ti);

r – j-й элемент rj(ti) диагональной матрицы ковариа-

ций шума измерений R(ti),  j = 1, 2, ..., m – номер ска-

лярного измерения в составе измерений z(ti) в момент ti.

7 Редуцированный фильтр Бирмана

Во многих приложениях выбор измерительных средств 

ограничен настолько, что в измерение z попадает лишь 
часть (заранее известная) элементов оцениваемого век-

тора x. Пусть эта часть – первые qj<n элементов для j-й 
строки матрицы наблюдений:

.	 (7)

Пусть процедура скалярного обновления (5), (6) ис-

пользует разложения TLDLP ˆˆˆˆ =  и 
TLDLP ~~~~ = , где L – 

нижние треугольные (с единичной диагональю) матри-

цы; D – диагональные (с положительными элементами) 
матрицы. Тогда данная процедура (5), (6) эквивалентна  
пунктам В, Г, Д и Е следующего алгоритма.

II. Обработка измерения
А. Начальное присваивание:

( ), ( ), ( ).i i iL L t D D t x x t− − −= = = 



Б. m–кратное повторение процедуры «скалярного» 
обновления.

Для j = 1, 2, ..., m 
выполнять:

В. Вычислить векторы fDvhLf T ~;~ == . 
Их вид:

[** * | 0 0] ; [** *|0 0] .T Tf v= =   

Замечание 4. Здесь v  – независимое обозначение 
промежуточной величины.

Г. Задать начальные значения
 .]0...0[; TKr ==′α
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Д. Для nqqi ,...,2,1 ++=  выполнять: : .i iq qK l v= 

Е. Для i = q, q – 1, ..., 2, 1 выполнять:	
начало

.:
;~:;~:ˆ

;:;/:
;/~:ˆ;:

αα
λ

αλ
αααα

=′
+=+=

=−=
′=+′=

iiii

iii

iiii

vlKKKll

vKf
ddfv

конец
Ж. Вычислить векторы 

ναν Kxxxhz T +=−= ~:ˆ;/)~(  с экстраполя-

цией между повторениями: ˆ: ;L L=   
ˆ: ;D D=   ˆ: .x x=  

З. Завершающее присваивание:

xtxDtDLtL iii ˆ:)(ˆ;ˆ:)(;ˆ:)( === +++
.

Здесь hT – j-я строка матрицы H(ti), имеющая вид (7); 

z – j-й элемент вектора z(ti); 

r – j-й элемент rj(ti) диагональной матрицы ковариа-

ций шума измерений R(ti), j = 1, 2, ..., m – номер ска-

лярного измерения в составе вектора измерений z(ti) в 

момент времени ti.

8 Редуцированный фильтр Бар-Ицхака

Если в исходном фильтре Калмана (3) свойство (7) 

рассматривать сразу для всех m строк матрицы наблюде-
ний

( ) [ |0],mq
iH t H H= = 	  (8)

это может служить поводом для сокраще-

ния объема вычислений. В (8) Hmq – ненуле-

вая подматрица, где mq указывает ее размер m × q, 

0 – нулевая подматрица, ее размер m × s, s = n – q. 
Свойство (8) означает, что оцениваемый вектор рас-

падается на две части: ]|[ sq xxx = , причем qx  по-

падает в вектор измерений )( itzz = , а sx  – нет.  

Соответственно этому, каждую P-матрицу, т. е. P̂  и P~ , 
рассмотрим поблочно [11] как матрицу следующего вида:

( )
.

qq sq T

sq ss

P P
P

P P
 

=  
 

	  (9)

Если выполнено условие (8), алгоритм (3) распадается 

на независимый редуцированный фильтр размерности q 

для измеряемых компонент xq вектора x (аргумент дис-

кретного времени ti для простоты опущен):
1( ) [ ( ) ] ,

ˆ ,
ˆ ( )

qm qq mq T mq qq mq T

qq qq qm mq qq

q q qm mq q

K P H H P H R
P P K H P
x x K z H x

−= +
= −

= + −

 

 

 

	  (10)

и фильтр порядка s = n – q, зависимый от предыдущего 

фильтра (10), для неизмеряемых компонент xs вектора x:

1( ) ,
ˆ ˆ ,
ˆ ˆ( )( ) ,
ˆ ˆ( ).

sq sq qq

sq sq qq

ss ss sq qq qq sq T

s s sq q q

K P P
P K P
P P K P P K
x x K x x

−=
=
= − −

= + −

 

 

 

 	 (11)

Полученный алгоритм лишь выделяет редуцирован-

ный фильтр (10), но для него задача LD-факторизации 
остается актуальной. Ее решает следующий алгоритм.

9 Редуцированный фильтр Бар-Ицхака-Медана

Пусть при условии (8) алгоритм Калмана (3) использует 

разложения TLDLP ˆˆˆˆ =  и TLDLP ~~~~ =  с обозначениями 

)(ˆ −= itPP  и )(~ += itPP , причем P̂  и P~  рассмотрены 

поблочно, как в (9), и DLDL ~,~,ˆ,ˆ  разложены как

0
,

qq

sq ss

L
L

L L
 

=  
 

 

0
0

q

ss

D
D

D
 

=  
 

.	  (12)

Тогда этот алгоритм эквивалентен следующему алго-
ритму (излагаемое относится лишь к этапу II обработки 
измерения с матрицей вида (8)):

II. Обработка измерения, эквивалентная работе алго-
ритма (10)

А. Начальное присваивание:

( ), ( ), ( ).qq q q
i i iL L t D D t x x t− − −= = = 



Б. m–кратное повторение процедуры «скалярного» 
обновления.

Для j = 1, 2, ..., m 
выполнять:
В. Вычислить векторы 

.~],,,[

;~],,,[

21

21

fDvvvv

hLffff
T

q

TT
q

==

==





Замечание 5. Здесь v – независимое обозначение про-
межуточной величины.

Г. Задать начальные значения

.]|0...0[; T
qvKr ==′α

Д. Для i = q, q – 1, ..., 2, 1  выполнять:
начало

.:
;~:;~:ˆ

;:;~:ˆ
;1:;:

αα
λ

γλγα

αγαα

=′
+=+=

−=′=

=+′=

iiii

iii

ii

vlKKKll

fdd

fv

конец
Е. Вычислить векторы 

ˆ( );   :Tz h x x x Kν = γ − = + ν   	
с экстраполяцией между повторениями:	

xxDDLL ˆ:~;ˆ:~;ˆ:~ === .
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Ж. Завершающее присваивание по п. II:
ˆ ˆ ˆ ˆ( ) : ; ( ) : ; ( ) : .qq q q

i i iL t L D t D x t x+ + += = =

Здесь h – j-й столбец матрицы ( ) ( )mq T
iH t  из (8); 

z – j-й элемент вектора z(ti); 

r – j-й элемент rj(ti) диагональной матрицы ковариа-

ций шума измерений R(ti),  j = 1, 2, ..., m  – номер ска-

лярного измерения в составе вектора измерений z(ti) в 

момент ti.
III. Обновление оценок для неизмеряемых компонент 

xs вектора x, эквивалентное работе алгоритма (11):
З. Вычислить:	

1( ) ,
ˆ ˆ ,
ˆ ˆ,  ,
ˆ ˆ( ).

sq sq qq

sq sq qq

ss ss s s

s s sq q q

K L L
L K L
L L D D
x x K x x

−=
=
= =
= + −

 

 

 

 
И. Завершающее присваивание по п. III:
ˆ ˆ ˆ ˆ( ) : ; ( ) : ;
ˆ ˆ ˆ ˆ( ) : ; ( ) : .

sq sq ss ss
i i

s s s s
i i

L t L L t L
D t D x t x

+ +

+ +

= =
= =

10 Стандартный алгоритм расширенного фильтра 
Калмана

Расширенный фильтр Калмана является субоптималь-
ным алгоритмом [12] фильтрации, применяемым при ра-
боте с нелинейными системами. В терминологии данного 
подраздела «расширенность» по сравнению с линейным 
фильтром состоит в возможности принятия нелинейной 
модели движения цели и/или модели измерений. Матри-
цы Φ  и H , задающие линейные преобразования, заме-
нены функциями, которые в общем случае могут быть не-
линейными. Это означает, что функционирование системы 
описывается вместо (1), (2) следующими уравнениями:

1( ) [ ( )] ( ),i i ix t f x t w t+ = +

( ) [ ( )] ( ).i i iz t h x t v t= +

Функция f[∙] вычисляет состояние системы в момент 

времени ti + 1 по состоянию в момент времени ti  , функция 

h[∙] преобразует вектор состояния к виду, в котором из-

мерения поступают на вход фильтра, w(ti) и v(ti) – шум 

процесса и шум измерения в момент ti, соответственно. 

Когда обе функции f[∙] и h[∙] – линейные, расширенный 
фильтр превращается в стандартный фильтр Калмана.

Расширенный фильтр Калмана, как и стандартный, со-
держит два этапа: экстраполяция и обработка измерения.
Экстраполяция (здесь принято неограничительное пред-

положение, что 
ItQ i =)( ):

1

1

1 ˆ( )

1 1 1

1 1

ˆ ˆ( ) [ ( )],
( ) | ,

( ) ( ) ( ) ( )
            ( ) ( ).

i

i i
f
xi x x t

T
i i i i

T
i i

x t f x t
F t

P t F t P t F t
t t

+
−

− +
−

∂
∂− =

− +
− − −

− −

=
=

= +
+ Γ Γ

Обработка измерения (здесь также принято, что

mdeci IRtR == ~)( ):

1ˆ ( )

1

ˆ( ) ( ) [ ( )],
( ) | ,
( ) ( ) ( )

            [ ( ) ( ) ( ) ] ,
( ) ( ) ( ) ( ) ( ),

ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ).

i

i i k i
h
xi x x t

T
i i i

T
i i i m

i i i i i

i i i i

t z t h x t
H t
K t P t H t

H t P t H t I
P t P t K t H t P t
x t x t K t t

+
−

−

∂
∂ =

−

− −

+ − −

+ −

ν = −
=

= ×
× +
= −
= + ν

Приведенные уравнения расширенной фильтрации по 
структуре совпадают с уравнениями обычного, линейного 
фильтра. Линеаризация моделей процесса и измерений 
выполняется относительно последней (текущей) оценки 
вектора состояния. Для этого вычисляют две матрицы 

Якоби: )( 1−itF  и )( itH , которые затем подставляют в 
уравнения стандартной калмановской фильтрации. 

11 Задача сопровождения судна на траектории

Обработка данных, поступающих от некоторого источ-
ника, при помощи алгоритмов фильтрации требует иметь 
отдельно модель движения (состояния) объекта и модель 
измерений. Продемонстрируем, как строить эти модели 
применительно к анализу движения надводного судна.

Модель движения судна
Текущее состояние судна на плоской траектории с 

точки зрения кинематики (а не динамики) движения ха-
рактеризуется пятью параметрами: двумя координатами, 
скоростью, направлением и угловой скоростью движе-
ния. Модель пространственного движения включает 12 
уравнений для координат центра масс, углов Эйлера, со-
ставляющих линейной и угловой скоростей в связанной 
системе координат [13]. Представим движение судна как 
дискретный стохастический процесс ks , подчиняющийся 
следующему уравнению [14]:

	  (13)

Модель (13) есть модель состояния ks , что позво-
ляет применять теорию фильтрации Калмана. Вектор 

( , , , , )T
ks x y v= ϕ ω

 
содержит пять величин: x, y – гео-

графические координаты цели (широта и долгота в пря-

моугольной системе координат в метрах), v – линейная 

скорость, φ – направление движения (курсовой угол в 
радианах от северного направления по часовой стрел-

ке), ω– угловая скорость (рад/с). Аддитивно действую-
щий белый шум с единичной ковариационной матрицей 

ItQ i =)(
 
обозначен через wk − 1, Δt – период дискрети-

зации времени. Ковариация шума Γw равна [14]:
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Модель движения (13) включает угловую скорость и 
потому пригодна для анализа траектории как маневри-
рующего судна, так и судна, движущегося равномерно и 
прямолинейно (в этом случае угловая скорость судна-
цели равна нулю).

Модель измерений
Будем считать, что наблюдения за судном ведутся при 

помощи радиолокационной станции (РЛС), возвращающей 

измерения полярных координат цели: азимут zθ и даль-

ность до цели zρ. Измерения координат цели подвергают-
ся воздействию аддитивного белого шума наблюдения. 

Построим модель измерения в декартовых координа-
тах. Для удобства ссылок будем называть такие преобра-
зованные измерения «псевдоизмерениями». Обозначим 

через

 








=

θ

ρ

z
z

zsph

 

«первичные» измерения, приходящие

 

от РЛС. Тогда ρρ δρ +=z , θθ δθ +=z  , где ρ и θ – ис-

тинные значения дальности и пеленга, а δρ и δθ – соответ-
ствующие погрешности измерения. 

Пусть шум измерений полярных координат равен 









=

θ

ρ

δ
δ

sphv
. 

Его ковариационная матрица имеет вид









== 2

2

0
0

}{
θ

ρ

σ
σT

sphsphsph vvER ,

 
т. е. матрица диагональная, а шумы по дальности и азимуту  
не коррелированы между собой (ошибки измерения даль-
ности не связаны с ошибками измерения направления на 
цель).

Перейдем от полярных измерений к псевдоизмерени-
ям в декартовых координатах:









=








=

)sin(
)cos(

θρ

θρ

zz
zz

z
z

z
y

x
dec .

Для удобства используем здесь и далее индекс «dec» в 
случаях работы с декартовыми координатами. Малые при-
ращения координат в сферической и декартовой системе 
координат связаны соотношением:

cos( ) sin( )
.

sin( ) cos( )
x

dec
y

dz z z z dz
dz

dz z z z dz
θ ρ θ ρ

θ ρ θ θ

−     
= =     

    

Обозначим

 







 −
=

)cos()sin(
)sin()cos(

θρθ

θρθ

zzz
zzz

T . 

Перейдем от дифференциалов к конечным разностям 
и получим закон преобразования случайных погрешно-
стей измерений из полярных координат в декартовы:

 
Ковариационная матрица погрешностей измерений в де-
картовых координатах равна:

Матрица T зависит от времени, однако для простоты 
изложения индекс времени опускаем.

Выразим псевдоизмерения через истинные декартовы 
координаты цели и погрешности псевдоизмерений:

cos( ) ( )cos( )
sin( ) ( )sin( )

cos( )
     .

sin( )

dec

x x

y y

z z
z

z z
z zx
z zy

ρ θ

ρ θ

ρ + ∆ρ θ + ∆θ   
= = ≈   ρ + ∆ρ θ + ∆θ  

ρ θ + ∆ ∆    
≈ = +    ρ θ + ∆ ∆      

Здесь обозначим:









=

y
x

s
 

– точные значения декартовых координат 
                             цели,

 









∆
∆

=
y

x

z
z

v  – погрешности псевдоизмерений 

                               декартовых координат. 

Тогда vszdec += . Вследствие нелинейности преоб-
разования координат ковариационная матрица погреш-

ностей псевдоизмерений decR  не является диагональной. 
Приведем ковариационную матрицу к единичному виду, 
т. е. выполним декорреляцию погрешностей псевдоизме-
рений.

Представим матрицу decR  как произведение

T
decdecdec SSR = , где 2/1
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Найдем ковариацию v~ :
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vσ  и 
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

 – дисперсии случайных гауссовских процессов, аддитивно воздействующих на скорость корабля и его 
угловую скорость, соответственно.
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Будем называть decz~  нормализованными псевдоиз-
мерениями, а v~ – вектором погрешностей нормализо-
ванных псевдоизмерений (его компоненты взаимно не 

коррелированы, т. к. IRdec =~
). Отсутствие корреляции 

компонентов вектора погрешностей позволяет применять 
скаляризованную обработку измерений.

Поскольку уравнения в системе (13) обладают значи-
тельной нелинейностью, непосредственное применение 
линейного фильтра Калмана не представляется возмож-
ным. Одним из способов обойти это ограничение является 
использование расширенного фильтра Калмана, рассмо-
тренного в разделе 10, в факторизованной форме Поттера 
(по разделу 4). 

12 Эффективная реализация расширенного фильтра

Покажем, как применять алгоритм Поттера к задаче 
нелинейной фильтрации траектории судна-цели в расши-
ренном фильтре.

Пусть на вход фильтра поступают нормализованные 
псевдоизмерения декартовых координат (обладающие, 
как показано выше, единичной ковариационной матрицей 
ошибок). Для модели процесса, описываемой уравнения-

ми (13), функции f[∙] и h[∙] имеют следующий вид:
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Поскольку нормализованные псевдоизмерения на входе фильтра «производятся» (т. е. формально представлены) в 

той же системе координат, в которой записаны координаты объекта в векторе состояния, функция h выполняет линей-

ное преобразование, и матрица H(ti) = H не зависит от времени.

При прямолинейном равномерном движении (ω = 0) функции f[∙] и F принимают следующий предельный вид:
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Конкретные значения элементов F во время филь-
трации получаются подстановкой в формулу элементов 
соответствующего вектора оценки состояния, однако для 
упрощения записей в нижеследующих формулах символы 

экстраполированной оценки («крышка» ⋅̂ над ⋅ ) и сим-
волы отфильтрованной оценки («тильда» ⋅~  над пере-
менными ⋅ ) опущены.

Учитывая изложенное, скаляризованный алгоритм 
Поттера для нелинейной фильтрации в расширенном 
фильтре, обрабатывающий данные о траектории судна-
цели, получим в следующем виде:
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II. Обработка измерения

А. Начальное присваивание: 

Б. m-кратное повторение процедуры «скалярного» 
обновления:

: ; : 1; : 1/ (1 1/ );T Tq S h q q= α = + γ = + α

 
;~:ˆ;/~: TqKSSqSK γα −==

)~(~:ˆ shzKss T−+=  

с экстраполяцией между повторениями SS ˆ:~ = ; ss ˆ:~ = .

В. Завершающее присваивание: StS i
ˆ:)( =+ ; 

sts i ˆ:)(ˆ =+ ,
	  

где h – j-й столбец матрицы )( i
T tH ;	

z – j-й элемент вектора )( itz , j  = 1, 2, ..., m.

Два важных свойства – численная устойчивость и 
возможность обработки данных для нелинейной модели 
системы – позволили применить предложенный алгоритм 
фильтрации в реализации программного комплекса, пред-
назначенного для анализа эффективности применения 
косвенных признаков маневра при обнаружении манев-
ра надводного судна. Программный комплекс выполняет 
серию вычислительных экспериментов по обнаружению 
маневра судна. При проведении эксперимента алгоритм 
фильтрации применяется во время обработки траектор-
ных данных о судне. Параметры эксперимента включают 
параметры фильтрации: настройки шумов процесса и на-
блюдения. При этом за основу берется истинная траек-

тория судна, которая затем модифицируется (имитация 
помех при приеме сигнала при помощи РЛС), фильтруется 
при помощи предложенного алгоритма ККРФК, а вслед за 
этим обрабатывается алгоритмами обнаружения маневра 
со статической и с динамической границей срабатывания 
по сценарию работы [9].

Результатом экспериментов являются средние значе-
ния времени обнаружения маневра при статической и при 
динамической границах срабатывания последовательного 
алгоритма. Результаты позволяют оценивать эффектив-
ность применения динамической границы срабатывания 
в заданных условиях, что дает возможность проанализи-
ровать и повысить эффективность системы наблюдения 
за морской обстановкой на этапе проектирования.

Заключение

Вычислительные методы оптимального оценивания 
к настоящему времени стали самостоятельной областью 
исследования и получили большое развитие. Более де-
тально они изложены в [8], где представлены также эта-
пы экстраполяции, опущенные выше в разделах 3, 5–9, и 
последние блочные инновации. Эти алгоритмы привлека-
тельны не только своей устойчивостью (робастностью) по 
отношению к погрешностям округления в компьютере. По 
существу, использование таких методов обработки экс-
периментальных данных справедливо относить к области 
эффективных математических информационных техно-
логий (МИТ).

Одним из важных приложений методов, рассмотрен-
ных в данной статье, является задача скорейшего обнару-
жения маневра подвижного объекта, в которой возникает 
нелинейная модель. В этой задаче расширенный фильтр 
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Калмана, по сравнению с линейным фильтром для линей-
ной модели, обладает меньшей численной устойчивостью 
из-за упрощения, лежащего в его основе, а именно: в слу-
чае фильтра первого порядка линеаризованная функция 
расчета следующего состояния системы включает лишь 
один элемент разложения в ряд Тейлора. Предложенная 
в статье квадратно-корневая реализация фильтра для 
этой задачи повышает устойчивость фильтра к ошибкам 
машинного округления, предупреждая потерю матрицей 
ковариации ошибок фильтрации свойств положительной 
определенности и симметричности. Рассмотренная про-
цедура обработки траектории судна при помощи эффек-
тивной реализации расширенного фильтра использует 
базовую кинематическую модель судна, не включающую 
такие параметры, как присоединенные массы воды и мас-
су судна. Оценки, вычисляемые предложенным расширен-
ным фильтром, могут обрабатываться последовательным 
алгоритмом обнаружения маневра [9].
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