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Аннотация
Предложен алгоритм определения набора оптимальных частот тестового сигнала, минимизирующего сумму методи-

ческих погрешностей косвенного измерения параметров многоэлементных двухполюсников (ДП) методом импедансной 
спектроскопии. Суть алгоритма заключается в многократном компьютерном моделировании процесса измерения моду-
ля и фазы импеданса ДП с учетом аддитивных случайных погрешностей и расчете погрешностей определения параме-
тров ДП по соответствующим функциональным зависимостям на заданном множестве частот. Достоверность алгоритма 
подтверждена на примере двухэлементного ДП в виде параллельной RC-цепи. Показано, что результаты компьютерного 
моделирования практически полностью совпадают с результатами аналитического расчета. Приведен пример опреде-
ления оптимального набора частот тестового сигнала при измерении параметров трехэлементного ДП со структурой, 
подобной малосигнальной эквивалентной схеме полупроводникового диода. В качестве критерия оптимизации принято 
условие минимума суммы относительных погрешностей определения всех параметров многоэлементного ДП, однако 
предложенный алгоритм работает и при других критериях.

Ключевые слова: многоэлементный двухполюсник, параметры, измерение, импедансная спектроскопия, погреш-
ность, алгоритм, оптимальные частоты. 
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Abstract

An algorithm for determining the optimal test signal frequency set, minimizing the sum of methodical errors indirect 
measurement of parameters of multi-element two-terminal by impedance spectroscopy method is proposed. The essence of 
the algorithm is repeated computer simulation of the measurement of the impedance modulus and phase of the two-pole 
considering additive random errors and calculation errors in determining the parameters of the two- terminal to the relevant 
functional dependencies on a given set of frequencies. The accuracy of the algorithm is confirmed by the example of the 
two-element two-terminal in the form of a parallel RC-circuit. It is shown that the results of computer simulations practically 
coincide with the results of the analytical calculation. An example of determining the optimal test signal frequency set when 
measuring the three-element two-terminal with a structure similar to small-signal equivalent circuit of a semiconductor 
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ВВедение

При решении задач, связанных с автоматизацией про-
цессов измерения и контроля параметров объектов, ко-
торые могут быть представлены многоэлементными ДП, 
широко используется метод импедансной спектроскопии 
[1,  2]. Этот метод позволяет осуществлять идентифика-
цию и измерение параметров большого круга объектов и 
применяется во многих отраслях науки и техники: в био-
медицине – для исследования свойств биологических 
жидкостей и тканей [3]; химии – для исследования меха-
низмов химических реакций, изучения свойств электро-
литов, антикоррозионных покрытий, диэлектрических 
материалов и т. п. [4]; в радиоэлектронике – в целях диа-
гностики и измерения параметров элементов электриче-
ских цепей, исследования свойств полупроводниковых 
приборов и т. д. [5, 6].

Во всех случаях применения метода импедансной 
спектроскопии используется общий подход: исследуемый 
объект представляется в виде пассивного многоэлемент-
ного ДП, образованного соединением резисторов, кон-
денсаторов и катушек индуктивности, параметры которых 
однозначно соответствуют физико-химическим, техно-
логическим и иным характеристикам исследуемых объ-
ектов [2]. Измерение параметров элементов ДП являет-
ся косвенным и заключается в измерении характеристик 
импеданса (полного комплексного сопротивления) ДП на 
определенных частотах (например, модуля, фазы, дей-
ствительной или мнимой составляющей) и последующем 
расчете искомых параметров по известным функциональ-
ным зависимостям.

Современные измерители импеданса (измерители RLC) 
используют гармонический тестовый сигнал с заданной 
амплитудой и частотой [7]. В [2, 4] показано, что для каж-
дой структуры ДП существует набор оптимальных частот 
тестового сигнала, при измерении на которых погреш-
ность определения параметров элементов ДП, обуслов-
ленная случайной погрешностью измерения параметров 
импеданса, принимает минимальное значение. Однако  
известный алгоритм определения набора оптимальных 
частот тестового сигнала [2], заключающийся в миними-
зации числа обусловленности системы исходных уравне-
ний, требует выполнения большого количества сложных 
математических операций и неудобен при решении инже-
нерных задач.

Для двухэлементного ДП задача определения опти-
мальных частот может быть решена аналитически, однако 
для ДП, состоящих из трех и более элементов, аналитиче-
ская оценка относительных погрешностей и определение 
набора оптимальных частот  представляют трудную зада-
чу в связи со сложностью расчетных формул, что также 
подтверждено в  работе [2].

В данной статье представлен алгоритм определения 
набора оптимальных частот для многоэлементного ДП с 
известной схемой путем компьютерного моделирования. 
Алгоритм апробирован для случая двухэлементного ДП 
в виде параллельной RC-цепи и трехэлементного ДП со 
структурой, характерной для эквивалентной схемы полу-
проводникового диода.

1 Алгоритм поискА оптимАльных чАстот тестоВого 
сигнАлА для дп с зАдАнной структурой

Методологической основой предлагаемого алгорит-

ма является способ определения параметров { Хi } эле-

ментов n-элементного ДП с известной структурой по ре-

зультатам измерения модуля |Z( f )| и (или) фазы φ( f ) 

импеданса Z( f ) ДП на n различных частотах. Поскольку 
для заданной структуры ДП аналитическое выражение, 

определяющее импеданс ДП, известно: Z( f ) = F( f, Хi ) 

и φ( f ) = Ψ( f, Хi ), то для нахождения неизвестных па-

раметров {Хi} по результатам измерения модуля |Z( f )| и 

(или) фазы φ( f ) можно составить и решить n уравнений 
вида:

  (1)

где  и  – случайные погрешности измерения мо-

дуля |Z( f )| и (или) фазы φ( f ) на частотах fk и fl соот-
ветственно. 

Очевидно, что сумма числа частот, на которых изме-

ряются модуль и фаза импеданса, должна быть равна n, 
а сами значения частот не должны совпадать. При этом 
теоретически показано [2, 4], что для любой однозначно 
идентифицируемой структуры ДП существует набор опти-

мальных частот, при измерении на которых модуля |Z( f )| 
и (или) фазы φ( f ) погрешность определения параметров 
ДП будет минимальной.

Суть предлагаемого алгоритма состоит в многократном 
компьютерном моделировании процесса измерения моду-
ля и фазы импеданса ДП с учетом случайных аддитивных 
погрешностей и определения параметров ДП (с извест-
ными истинными значениями параметров элементов) из 
решения системы уравнений (1) на заданном множестве 
наборов частот тестового сигнала. Выбор оптимальных 
частот осуществляется путем сравнения значений пара-
метров, полученных по результатам моделирования, с ис-
тинными значениями. При этом выбор критерия оптими-
зации представляет отдельную самостоятельную задачу 
и определяется общей задачей исследования объекта. В 
данной работе в качестве критерия оптимизации принято 

diode. As optimization criterion adopted condition of minimum sum of relative errors in the determination of all parameters 
of multielement two-terminal, but the proposed algorithm works with the other criteria.

Key words: multielement two-terminal, parameters, measurement, impedance spectroscopy, error, algorithm, optimal 
frequencies.
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условие минимума суммы относительных погрешностей 
определения всех параметров многоэлементного ДП. Од-
нако предлагаемый алгоритм компьютерного моделиро-
вания будет работать и при других критериях. 

Блок-схема алгоритма представлена на рисунке 1.
На первом шаге алгоритма задается структура 

n-элементного ДП, которая определяется набором эле-

ментов { Хi }, где 1 ≤ i ≤ n, и схемой их соединения. Для 
заданной структуры ДП записывается аналитическое вы-

ражение, определяющее импеданс ДП: Z( f ) = F( f, Хi ), 

и задаются численные значения xi параметров соответ-
ствующих элементов ДП. При исследовании реальных 
объектов ожидаемые численные значения параметров 
эквивалентной схемы  ДП задаются, исходя из априорной 
информации об объекте.  

Для моделирования погрешности измерения модуля 
и фазы импеданса ДП используется генератор случайных 
чисел. Параметры погрешности задаются в виде абсолют-
ных значений среднеквадратического отклонения слу-

чайной погрешности измерения модуля σ|Z( f )| и фазы σφ( f ) 
импеданса Z( f ) соответственно. 

На следующем шаге формируется ансамбль из N реали-
заций частотных зависимостей модуля и фазы импеданса 
в заданном диапазоне частот. Моделирование случайной 

погрешности измерения |Z( f )| и φ( f ) осуществляется пу-

тем суммирования значений |Z( f )| и φ( f ) на каждой ча-
стоте и случайной величины со среднеквадратическим от-

клонением σ|Z( f )| и σφ( f )  и нулевым средним значением.
Затем запускается внешний цикл, в котором осущест-

вляется последовательный перебор частот из диапазона 

[ fmin; fmax], например, с заданным линейным  ∆f или ло-

гарифмическим ln( ∆f/f ) шагом, начиная с минимального 
значения. Поскольку число частот, на которых произво-

дится расчет параметров xi, совпадает с числом n эле-
ментов эквивалентной схемы ДП, то количество внешних 

циклов перебора частот тоже равно n. 

Во внутреннем цикле для каждой s-й комбинации ча-

стот ( f1, f2, …, fn )s производится расчет параметров xi по 

соответствующим формулам для каждой j-й реализации 

ансамбля. При достижении счетчика числа реализаций j 
значения N производится вычисление среднего значения 

параметров xi по ансамблю для заданной комбинации ча-

стот ( f1, f2, …, fn )s:

   (2)

среднеквадратического отклонения случайной погреш-
ности:

  (3)
 Рис. 1. Блок-схема алгоритма определения оптималь-

ных частот тестового сигнала



MatheMatical Modelling

automation of control Processes   № 1 (35) 201434

относительной среднеквадратической случайной погреш-

ности определения xi:

  (4)

и суммы относительных погрешностей определения пара-
метров элементов ДП:

  (5)

На этом внутренний цикл завершается, задается сле-
дующая комбинация частот, и указанные вычисления по-
вторяются. Внешний цикл заканчивается при условии, 
когда значения всех частот из набора достигнут макси-

мального значения fmax из заданного диапазона частот. 
Затем формируется многомерный массив погрешностей 

δΣ( f1, …, fn ) и определяется набор ( f1, f2, …, fn )ОПТ 
оптимальных частот, на которых функция δΣ( f1, …, fn ) 
принимает значение абсолютного минимума.

Время выполнения алгоритма зависит от количества 

элементов ДП, диапазона частот и объема ансамбля N. На-
пример, время расчета набора оптимальных частот тесто-
вого сигнала для трехэлементного ДП в диапазоне частот 
от 1 Гц до 100 кГц с логарифмическим шагом (10  точек 

на декаду) при N = 10 000 составляет порядка 10 минут. 
При расширении диапазона частот до 1 МГц время рас-
чета увеличивается до 20 минут.

2 проВеркА АлгоритмА нА примере дВухэлементного 
дп ВидА пАрАллельной RC-цепи

Для случая двухэлементного ДП в виде параллельной 
RC-цепи (рис. 2) адекватность алгоритма подтверждена 
путем сопоставления результатов компьютерного моде-
лирования с результатами аналитического расчета. 

Выражения для комплексного импеданса заданной 

схемы, модуля и фазы импеданса на частоте ω = 2πf со-
ответственно имеют вид:

  (6)

  (7)

tg φ = −ωτ,  (8)

где τ = RC – постоянная времени цепи. 
Путем совместного решения уравнений (7) и (8) по-

лучаем формулы для расчета сопротивления R и постоян-

ной времени τ параллельной RC-цепи: 

   (9)

  (10)

В соответствии с методикой расчета погрешностей 
косвенных измерений [8] абсолютные среднеквадратиче-
ские случайные погрешности измерения сопротивления 

σR и постоянной времени στ выражаются соответствен-
но:

   (11)

 

  (12)

Подставляя выражение (10) в (12) и проводя соответ-
ствующие преобразования, подробно изложенные в [9], 
получаем выражение для относительной среднеквадра-
тической случайной погрешности измерения постоянной 

времени τ:

  (13)

Дифференцируя правую часть (13) по частоте и при-
равнивая производную к нулю, определяем частоту, на ко-

торой функция δτ(ω) принимает минимальное значение: 

ω=1/τ.  (14)
Таким образом, постоянная времени τ параллель-

ной RC-цепи может быть определена с наименьшей по-
грешностью по результатам измерения частотной зави-
симости фазы импеданса на частоте тестового сигнала 

f τ_ОПТ = 1 / (2πτ), при которой модуль импеданса умень-

    
 а)     б)     в)

Рис. 2. Параллельная RC-цепь (а) и частотные зависимости модуля (б) и фазы (в) импеданса цепи при R = 1 кОм,  

C = 1 нФ
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шается в  раз относительно его квазистационарного 

значения ω → 0, или фаза импеданса принимает значе-

ние –π/4 рад.
Подставляя (14) в (13), получим минимальное значе-

ние относительной случайной погрешности δτ:
δτ _min = 2σφ(ω) .  (15)

Подобным образом проводим расчеты относительной 
среднеквадратической случайной погрешности измере-
ния сопротивления R и получаем:

  (16)

Относительная погрешность δR принимает минималь-

ное значение при f R_ОПТ → 0. 
Соответственно, минимальное значение погрешности 

δR составляет:

  (17)

Таким образом, показано, что при измерении параме-
тров параллельной RC-цепи, существуют две оптимальные 
частоты тестового сигнала, при которых погрешность из-
мерения параметров цепи принимает минимальное зна-
чение. Для сопротивления – это частота, стремящаяся к 
нулю, для постоянной времени – частота, при которой мо-

дуль импеданса уменьшается в  раз относительно его 

начального значения | Z (0) |.
На рисунке 3 представлены графики зависимостей от-

носительных среднеквадратических случайных погреш-

ностей определения параметров R и τ, построенные по 

формулам (13), (16) и полученные путем компьютерно-
го моделирования по изложенному выше алгоритму при 

следующих значениях параметров: R = 1 кОм, C = 1 нФ, 

σ| Z (ω) |= 15 Ом, σφ(ω)= 0,03 рад. 

По графикам рисунка 3 а, б определяем минимальное 
значение относительных погрешностей:  = 1,5%,  
δτ _min =  6% и оптимальные частоты f τ_ОПТ =  160 кГц и 
f R_ОПТ = 0 Гц. Таким образом, результаты, полученные пу-
тем моделирования по предложенному алгоритму, хорошо 
согласуются с аналитическими значениями.

3 определение оптимАльных чАстот тестоВого 
сигнАлА для трехэлементного RC дп путем 
компьютерного моделироВАния

Предложенный алгоритм применен для определения 
оптимальных частот тестового сигнала при измерении па-
раметров  трехэлементного ДП со схемой, изображенной 
на рисунке 4 а. Данная схема представляет интерес по той 
причине, что она подобна эквивалентной схеме прямос-

мещенного полупроводникового диода, в которой R1 со-

ответствует сопротивлению перехода, С – диффузионной 

емкости, а R2 – последовательному активному сопротив-
лению [10].

Выражения для импеданса в комплексной форме, а 
также модуля и тангенса фазы импеданса указанного ДП 
соответственно имеют вид:

   (18)

   (19)

 

   (20)

Объединяя в одно уравнение уравнения (19) и (20), 
составляем систему из трех линейных уравнений на трех 
частотах:

  

Рис. 3. Графики относительных среднеквадратических случайных погрешностей определения сопротивления R (а) 

и постоянной времени τ (б) параллельной RC-цепи при  R = 1 кОм, C = 1 нФ,  σ|Z( f )|Ом и σφ( f)
 рад
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   (21)

где a11 = | Z(ω1) |
2ω1, a12 = – ω1, a13 = tgφZ(ω1), 

b1 = – |Z(ω1)|
2tgφZ(ω1),  

a21 = | Z(ω2) |
2ω2, a22 = – ω2,  a23 = tgφZ(ω2),

b2 = – | Z(ω2) |
2tgφZ(ω2),  

a31 = | Z(ω3) |
2 ω3, a32 = – ω3, a33 = tgφZ(ω3), 

b3 = – | Z(ω3) |
2, tgφZ(ω3),

а искомые параметры элементов R1, R2 и С находим пу-
тем решения системы нелинейных уравнений:

 

  (22)

Рис. 4. Схема трехэлементного ДП (а); 
частотные зависимости модуля (б);  
фазы импеданса (в); производной моду-
ля импеданса по частоте (г); суммы от-

носительных погрешностей δΣ( f1, f2) (д) 

при R1 = 2 кОм, C = 50 нФ, R2 = 150 Ом,  

σ|Z( f )| = 18 Ом, σφ( f ) = 0,06°,  

N = 10 000 

 
      д)

В качестве критерия выбора оптимальных частот при 
реализации алгоритма поиска также выбран минимум 
суммы относительных среднеквадратических случайных 
погрешностей определения параметров элементов: 

δΣ = δR1
 + δR2

 + δτ.
Компьютерное моделирование проводилось при раз-

личных численных значениях параметров R1, R2, C. Во 
всех случаях расчет показал, что при косвенном изме-
рении параметров эквивалентной схемы ДП, изображен-
ной на рисунке 4 а, существует три оптимальных частоты,  
лежащие в области характерных точек импеданса ДП: 

а)

 б)     в)     г)
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f1_ОПТ соответствует точке перегиба частотной зависимо-
сти модуля импеданса, то есть частоте минимума первой 

производной модуля импеданса по частоте; f2_ОПТ  близка 

к частоте минимума фазы импеданса; f3_ОПТ  стремится к 
бесконечности, но на практике ее значение можно выби-
рать в диапазоне частот, в котором комплексное сопро-
тивление ДП в основном определяется последовательным 

сопротивлением R2 (рис. 4 б, в, г).

зАключение

Таким образом, в статье показано, что при косвенном 
измерении параметров элементов многоэлементных ДП 
методом импедансной спектроскопии важным является 
выбор оптимальных частот тестового сигнала, при из-
мерении на которых погрешность определения параме-
тров элементов, обусловленная аддитивной случайной 
погрешностью измерения характеристик импеданса ДП, 
принимает минимальное значение. Для определения на-
бора оптимальных частот для многоэлементного ДП с за-
данной структурой разработан алгоритм, реализуемый 
путем компьютерного моделирования. Достоверность ал-
горитма подтверждена на примере двухэлементного ДП в 
виде параллельной RC-цепи путем сопоставления резуль-
татов компьютерного моделирования с результатами ана-
литического расчета. Предложенный алгоритм применен 
для определения оптимальных частот тестового сигнала 
при измерении параметров  трехэлементного ДП со схе-
мой, подобной малосигнальной  эквивалентной схеме по-
лупроводникового диода.
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