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Аннотация
Предложены модели движения радиолокационных целей с заданием вектора скорости  в связанной системе 

координат, включающие в качестве основных параметров линейное ускорение цели и скорости изменения курса 
и угла наклона траектории. Показано, что в отличие от существующих моделей в базовой (земной) системе коор-
динат указанные параметры не связаны с направлениями осей координат, используемых при сопровождении, и 
определяются типом цели. Приведены результаты численного моделирования движения радиолокационных целей 
с использованием моделей в базовой и связанной системах координат. Показано, что дополнительные трудности 
фильтрации траекторий, возникающие из-за нелинейного характера уравнений состояния и наблюдений, могут 
быть достаточно просто преодолены с помощью современных методов рекуррентного оценивания. 

Ключевые слова: радиолокация, модели движения, связанная система координат, статистические методы, оце-
нивание, марковские процессы.

Abstract 
Models of radar target motion with the assignment of a velocity vector in a body axis coordinate system are proposed. 
These models include linear acceleration of the target and the rate of change in the course and the path angle as the basic 
characteristics. It is indicated that these characteristics are not related to the directions of the axes used while target 
tracking, and are determined by the type of the target compared to the existing models in the reference axis system 
(Earth-based coordinate system). The results of numerical simulation of the radar target motion using models built-up in 
the reference axis system and body axis coordinate system are presented. It is shown that the additional difficulties of path 
filtering resulting from the non-linear nature of the equations of state and surveillance may be easily obviated by the use of 
modern recursive estimation methods.

Key words: radiolocation, models of motion, body axis coordinate system, statistical methods, estimation, Markovian 
processes.
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ВВедение

Создание алгоритмов траекторного сопровождения 
радиолокационных целей [1−5] основано на использо-
вании математических моделей, с помощью которых 
можно с достаточной точностью аппроксимировать ре-
альное движение цели и процесс ее наблюдения. Опи-
сание траекторий движения должно отражать динами-
ческие свойства различных типов движущихся объектов 
и обеспечивать возможность построения алгоритмов 
обработки радиолокационных наблюдений в реальном 
масштабе времени. Этим условиям удовлетворяет об-
щепризнанное представление траекторий с помощью 
широкого класса векторных марковских последователь-
ностей, заданных с помощью следующего стохастиче-
ского уравнения [1−10]:

 i = 1, 2, ...,  (1)

где xi = (xi, yi, zi, vxi, vyi, vzi)
T; xi, yi, zi – декартовы 

координаты положения объекта; vxi, vyi, vzi – проекции 
скорости на координатные оси; ui – детерминирован-
ный вектор управления траекторией; ξi – последова-
тельность случайных величин (СВ) с ковариационными 

матрицами   – соответствую-
щие связующие матрицы. В зависимости от имеющейся 
априорной информации  относительно характера тра-
ектории модели разделяют на три основных типа [1–3]. 
Наиболее часто используется описание движения цели 
при наличии только случайных возмущений ξi (случай-
ных ускорений); в этом случае ui

 ≡ 0. Следует отметить, 
что даже в этом случае существует большое разнообра-
зие моделей в связи с  широким классом  возможных 
видов случайных последовательностей ξi. Второй тип 
моделей  (1) предполагает задание, кроме случайных 
возмущений ξi, детерминированного значения u ма-
невра с неизвестным временем осуществления [1–3]. 
Третий вариант (1) основан на описании детерминиро-
ванной  составляющей маневра ui в виде изменяющего-
ся среднего случайного процесса.

Существенным недостатком известных моделей яв-
ляется привязка детерминированных ui и  случайных ξi 
ускорений объекта наблюдения к базовой прямоуголь-
ной системе координат 0XYZ. Понятно, что направле-
ние движения цели и ее возможные маневры, как пра-
вило, никак не соотносятся с искусственно введенными 
координатами.

Этот недостаток проявляется как в трудности зада-
ния параметров ускорений вдоль координат модели 
(1), так и в проблемах последующей траекторной обра-
ботки, осуществляющейся с учетом параметров, привя-
занных к осям ускорений. Вместе с тем, при управлении 
летательными аппаратами и морскими подвижными 
объектами широко используются системы координат, 
связанные с корпусом объекта или направлением его 
движения [11, 12]. В связи с этим в настоящей работе 

решается актуальная научная задача разработки новых 
моделей траекторного изменения параметров для си-
стем радиолокационного сопровождения целей, свя-
занных с направлением движения цели и не зависящих 
от системы декартовых координат. При этом предпо-
лагается, что наблюдения производятся в декартовой 
системе. Если это не так, то должна обеспечиваться 
возможность перевода координат цели, наблюдаемых, 
например, в сферических координатах, в декартовую 
систему.

Модели дВижения целей с ускоренияМи В декартоВой 
систеМе координат

Для пояснения принципиальных отличий известных 
и предлагаемых моделей запишем относительно про-
стой частный случай уравнений (1) в форме, содержа-
щей ускорения по каждой из координат в явном виде:

xi = x(i−1) + vx(i−1)Ti,
yi = y(i−1) + vy(i−1)Ti, 
zi = z(i−1) + vz(i−1)Ti,
vxi = vx(i−1) + axTi ξxi,   (2)
vyi = vy(i−1) + ayTi ξyi,
vzi = vz(i−1) + azTi ξzi, i = 1, 2, ..., k.
Действительно, переписывая уравнение для скоро-

сти цели по оси X в виде (vxi − vx(i−1))/Ti = axξxi, полу-
чаем в левой части случайное ускорение на интервале 
времени между соседними отсчетами Ti. Предполагая 
ξxi стандартной гауссовской СВ, видим, что среднее 
квадратическое отклонение (СКО)  ускорения равно ax.  
Можно выбрать параметры ax, ay, az для различных ти-
пов целей по  известным таблицам [1–5]. Заметим, что 
уравнения (2) можно записать в стандартной форме (1), 
если положить Vξi = E, 

На рисунке 1 представлены характерные реализа-
ции траекторий, полученных с помощь уравнений (2) 
при различных значениях параметров ax = ay =1 м/с2  
(рис. 1 а)  и ax = ay =2 м/с2  (рис. 1 б).
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Возможно, было бы целесообразно ввести в модель 
(2) зависимости ускорений от скорости, т. е. записать 
изменение  скорости в форме vxi = vx(i−1) + vx(i−1)ηxTiξxi, 
где ηx представлял бы долю ускорения от величины  
скорости. Однако в этом случае модель становится не-
линейной и алгоритмы фильтрации существенно услож-
няются. Еще один вариант определения параметров мо-
жет быть связан с записью каждой пары уравнений (2) в 
форме [8−10]: xi = xx(i−1) + vx(i−1)Ti, vxi = vx(i−1) + γxσxiξxi, 
i = 1, 2, ..., k, где  vxo − начальная ско-
рость движения цели; Tпр − заданное время, например 
1000 с; ξxi, ξyi – гауссовские СВ с нулевыми средними 
и единичными дисперсиями. В этой формуле параметр 
γx = σvx/vxo определяет относительное среднее значе-
ние изменения скорости цели за время Tпр, например за 
время обзора радиолокационной станции. Если γx = 0, 
то vxi = vxo, т. е. скорость не изменится. При γx = 0,01 – 
скорость изменится на 1% и т. д.  

Модели дВижения целей с ускоренияМи В сВязанной 
систеМе координат

Пусть скорость изменения положения летательно-
го аппарата задается в связанной системе координат 
(рис.  2). Необходимо задать изменение путевой скоро-
сти Vi и двух углов − курса Ki, отсчитываемого от оси 
X по часовой стрелке, и угла наклона траектории  (угла 
набора высоты) φ1 ∈ (−0,5π;  0,5π), отсчитываемого 
от проекции вектора скорости  на горизонтальную пло-
скость 0XY; φi > 0, если vzi > 0. 

Изменение этих параметров зададим следующими 
уравнениями авторегрессии:

Vi = Vi−1 + γviξvi,
Ki = Ki−1 + γKiξKi,    (3)
φi = φi−1 + γφiξφi,

где ξvi, ξKi, ξφi − стандартные гауссовские независимые 
СВ. 

Определим параметры γvi, γKi, γφi стохастических 
уравнений (3), исходя из типовых характеристик ди-
намики движения объектов. Перепишем первое урав-
нение в следующем виде: (Vi − Vi−1)/Ti = γviξvi/Ti. 
Левая часть равна ускорению объекта на интервале 
времени Ti = ti − ti−1. Среднее значение ускорения 
равно нулю, а СКО a = γvi/Ti. Таким образом, параметр 
γvi  можно выбрать исходя из предполагаемого значе-
ния СКО: γvi = aTi. Переписывая аналогичным образом 
уравнение (17) для скорости изменения курса цели 
(Ki − Ki−1)/ Ti = γKiξKi/ Ti, можно выбрать параметр γKi 
исходя из СКО vK скорости изменения курса: γKi = vK  Ti . 

        
Рис. 1. Характерные траектории движения  целей на плоскости

Vy

Vx VK

Y

X

O

Рис. 2. Задание скорости в связанной системе коор-
динат
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Точно так же и γφi = vφTi , где vφ − СКО скорости возмож-
ного изменения  угла  наклона  траектории рассматри-
ваемого класса целей. Заметим, что размерность СКО 
ускорения м/с2, а СКО скоростей − рад/с.

С учетом введенных обозначений уравнения (3) пе-
репишутся в виде:

Vi = Vi−1 + aTiξvi,
Ki = Ki−1 + vKTiξKi,   (4)
φi = φi−1 + vφTiξφi,
или в векторной форме:
Vi = Vi−1 + ϑViξKi,

где Vi = (Vi Ki φi)
T; 

ξKi = (ξvi ξKi ξφi)
T; 

ϑVi = diag(aTi vKTi vφTi).
После задания вектора скорости возможны два под-

хода к полному определению моделей движения целей 
для решения задач имитации траекторий,  прогнозиро-
вания и фильтрации. 

Первый подход состоит в прямом введении  скоро-
стей и углов в связанных с движением цели координа-
тах в вектор состояния x = (xi  yi  zi Vi  Ki  φi)

T:
xi = x(i−1) + Ti Vi−1cos φi−1cos Ki−1,
yi = y(i−1) + Ti Vi−1cos φi−1sin Ki−1,   (5)
zi = z(i−1) + Ti Vi−1sin φi−1,
Vi = Vi−1 + aTiξvi,
Ki = Ki−1 + vKTiξKi,
φi = φi −1 + vφTiξφi.
При этом предполагается, что проекции  скорости  

движения на координатные оси определяются по фор-
мулам:

vxi = Vicos φicos Ki, 
vyi = Vicos φisin Ki, 

vzi = Visin φi.
На рисунке 3 представлены характерные реализа-

ции, полученные с помощью связанной модели  при 
двух значениях параметров a = 1м/с2, vK = 3 град/с 
(рис. 3 а)  и a = 1м/с2, vK = 6 град/с (рис. 3 б). Анализ 
представленных кривых и многих других реализаций 
показывает лучшее сходство с реальными траектория-
ми движения маневрирующих воздушных целей. Очень 
важно, что для рассматриваемых связанных моделей 
необходимо задать параметры a, vK , vφ, не зависимые 
от направления координатных осей и связанные только 
с типом цели.

Предложенная модель имеет два существенных от-
личия от классической линейной  модели (1), (2).  Пре-
жде всего, уравнения (5) относятся к классу векторных 
нелинейных стохастических разностных уравнений 
[4−10]: 

 i = 1, 2, ..., k,   (6)

где ϑi(xi−1) ‒ 6 × 3 матричная функция вектора состоя-
ния xi−1. Вторая особенность заключается в наличии 
трех ненаблюдаемых компонент Vi = (Vi Ki φi) вектора 
состояния xi = (xi  yi  zi  Vi  Ki  φi)

T. Это  усложняет ре-
шение задачи фильтрации, особенно при одновремен-
ном наблюдении  координат и доплеровских проекций 
скорости. В этом случае необходимо применить фильтр 
для нелинейной модели наблюдений zxi = h(xi) + ni [4, 
6].

Второй подход позволяет исключить ненаблюдае-
мые компоненты скорости и заключается в квазили-
неаризации уравнений для проекций новых координат 
на оси декартовой системы.  Для этого учтем обычно 
малую (в среднеквадратическом) величину случайных  

  
а)                                                                                                                         б)

Рис. 3. Вид траекторий для связанных моделей
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добавок (aTiξvi  vKTiξKi  vφTiξφi) и запишем на основе 
(4) следующие нелинейные уравнения авторегрессии 
для вектора состояния xi = (xi  yi  zi  vxi  vyi  vzi)

T:
xi  = x(i−1) + vx(i−1)Ti,
yi  = y(i−1) + vy(i−1)Ti,  (7)
zi  = z(i−1) + vz(i−1)Ti,
vxi = vx(i−1) + IxK(vx(i−1))ϑVi ξKi,

где vxi  = (vxi  vyi  vzi)
T;

Таким образом, уравнения в связанных координатах 
«встраиваются» в линейную модель (2) за счет соот-
ветствующим образом подобранной ковариационной 
матрицы преобразованного порождающего процесса 

 Важно, что при столь значительных 

изменениях в модели  траектории (2) в уравнениях 
фильтрации по методу инвариантного погружения [4, 
6, 8] изменится только формула для  ковариационной 
матрицы ошибок прогнозирования. Предложенная во 
втором подходе модель, в отличие от первого, является 
приближенной, однако более подходящей для приме-
нения в алгоритмах фильтрации. 

заключение

Предложенные модели с заданием вектора скоро-
сти  в связанной системе координат включают в каче-
стве основных параметров линейное ускорение цели и 
скорости изменения курса и угла наклона траектории. 
Важно, что эти параметры определяются  типом цели и 
не связаны с направлениями осей координат, использу-
емых при сопровождении. Дополнительные трудности 
фильтрации траекторий, возникающие из-за нелиней-
ного характера предложенных моделей, могут быть до-
статочно просто преодолены с помощью современных 

методов рекуррентного оценивания [3−6].  Дальнейшее 
расширение класса связанных моделей осуществляется 
очевидным образом с помощью введения в уравнение 
состояния детерминированных воздействий с неизвест-
ным временем появления или другими, более общими 
неопределенными характеристиками. Дальнейшими 
направлениями исследования являются разработка и 
моделирование алгоритмов траекторной фильтрации 
сигналов от нескольких типов целей с использованием 
многомодельного подхода с различными значениями 
параметров для каждого класса целей [5−9].  
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