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Аннотация
Одним из направлений бурного развития робототехники является разработка моделей, а также конструирование 

и широкое применение колесных мобильных роботов в промышленной и социальной сферах. Достаточно большой 
класс таких роботов составляют колесные роботы с роликонесущими или омни-колесами. Отличительной особен-
ностью конструкции таких колес является то, что на них по определенной схеме закреплены ролики, позволяющие 
роботу перемещаться в любом направлении без предварительного разворота. Тем самым достигается высокая ма-
невренность по сравнению с другими колесными экипажами. В работе исследуется задача об отслеживании задан-
ной траектории мобильного робота с тремя омни-колесами со смещенным центром масс, т. е. когда полагается, 
что центр масс робота не совпадает с геометрическим центром платформы. Ранее такая задача не рассматрива-
лась. В статье обоснована структура управления, обеспечивающая отслеживание заданной траектории, в том числе 
с учетом запаздывания и дискретности сигнала в цепи обратной связи. При этом управление обладает свойством 
робастности, при котором матрицы коэффициентов усиления сигналов обратной связи не зависят непосредственно 
от массоинерционных параметров системы и задания отслеживаемой траектории, а определяются только значени-
ями ограничений на эти параметры и траекторию. Результаты достигнуты на основе полученного в работах авторов 
развития прямого метода Ляпунова в исследовании устойчивости неавтономных систем. Представлены результаты 
численного моделирования исследованной задачи.
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Abstract

The modelling as well as the design and widespread use of wheeled mobile robots in the industrial and social spheres is 
one of the areas of rapid development of robotics. A sufficiently large class of such robots consists of wheeled robots with 
roller-bearing or omni-wheels. A distinctive feature of the design of such wheels consisting in the fact that the rollers are 
fixed to them according to a certain scheme allows the robot to move in any direction without a prior turn. This achieves 
high maneuverability compared to other wheeled carriages. The paper investigates the trajectory tracking control problem 
of a mobile robot with three omni-wheels and with an offset center of mass, i.e. when it is assumed that the center of mass 
of the robot does not coincide with the geometric center of the platform. Previously, such a problem was not considered. 
The paper substantiates the control structure that provides tracking of a given trajectory, including taking into account the 
delay and discreteness of the signal in the feedback. At the same time the control has the property of robustness which 
consists in the fact that its parameters do not depend directly on the mass-inertial parameters of the system and the 
tracked trajectory. The controller is constructed only by using the values of the system parameters bounds. The result has 
been achieved on the basis of the development of direct Lyapunov method in the study of the stability of non-autonomous 
systems obtained in the previous papers of the authors. The results of numerical modeling of the problem studied are 
presented.
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Введение

Исследования по моделированию движения  
и управлению мобильными роботами с тремя роли-
конесущими колесами были начаты еще в 80-х годах  
XX века. И соответственно имеется большое количество 
публикаций по этой проблеме. Представим небольшой 
обзор основных относящихся к данной статье работ.

В большинстве работ рассматривается модель ко-
лесного робота, у которого центр масс платформы сов- 
падает с его геометрическим центром, а колеса враща-
ются без проскальзывания. Одной из первых работ по 
исследованию задачи отслеживания траектории такого 
робота на основе динамического закона управления 
является статья [1]. Предложена без должного матема-
тического обоснования структура управления, включа-
ющая пропорционально-интегро-дифференциальный 
(ПИД) регулятор. Иной подход в задаче управления на 
основе линеаризации предложен в работе [2]. В работе 
[3] предложено решение задачи о стабилизации поло-
жения робота посредством линейного пропорциональ-
но-дифференциального (ПД) регулятора. В работе [4] 
предложено использовать адаптивное обратное управ-
ление на базе динамической нейронной сети. Важной 
работой по математическому обоснованию управле-
ния движением мобильных колесных роботов является  

статья [5]. В ней предложен векторно-матричный фор-
мализм неголономной механики, который использован 
для построения математических моделей колесных мо-
бильных роботов. Такой подход позволил в работе [6] 
составить уравнения движения робота по горизонталь-
ной поверхности без учета проскальзывания колес, но 
с учетом их динамики относительно геометрического 
центра масс платформы.

В работе [7] для обоснования управления, обеспе-
чивающего отслеживание и стабилизацию траектории 
робота, строится функция Ляпунова и применяется со-
ответствующая теорема об асимптотической устойчиво-
сти. В статьях [8, 9] эти задачи решаются при учете дей-
ствия сухого трения в двигателе, вращающем колеса,  
на основе метода бэкстеппинга с использованием лем-
мы Барбалата.

В работе [10] рассмотрена задача оптимального 
управления роботом. В рамках классического вариа-
ционного исчисления представлен алгоритм вывода 
управления, переводящего робот с одной траектории 
на другую. В работах [11, 12] представлена методика 
построения адаптивного управления с использованием 
релейного элемента. Вывод основывается на построе-
нии функции Ляпунова с использованием соответствую-
щей теоремы об асимптотической устойчивости.
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Для модели мобильного робота из [6] примене-
ние новых теорем прямого метода Ляпунова [13, 14] 
позволило обосновать новые эффективные законы 
управления [15, 16]. Их эффективность по отношению 
к указанным выше результатам состоит, прежде всего, 
в робастности управления, т. е. в его независимости от 
массо-инерционных параметров системы и выбора от-
слеживаемой траектории.

Важной особенностью представленных выше работ 
является динамическая модель колесного робота без 
проскальзывания колес. Работа [17] была одной из пер-
вых, где было отмечено влияние проскальзывания ко-
лес на движение робота. Для отслеживания его траекто-
рии было предложено управление достаточно сложной 
структуры. Более общая модель проскальзывания колес 
разработана в статьях [18, 19].

Другой важной особенностью указанных выше ре-
зультатов, включая работы [17–19], являлось предпо-
ложение о совпадении центра масс платформы робота  
с ее геометрическим центром. Динамика робота со сме-
щенным центром масс, по-видимому, впервые описана 
в работе [20], где также изучены свободные и стацио-
нарные движения робота.

Эффективная реализация построенных законов 
управления предполагает проведение исследований 
по влиянию запаздывания в структуре обратной связи 
и дискретности измерений фазового  состояния систе-
мы на процесс управляемого движения. В работе [21] 
рассмотрено использование дискретного управления 
в рамках кинематической модели. В работе [22] в та-
кой постановке учитывается запаздывание. В работах  
[23, 24] проведено теоретическое обоснование воз-
можной структуры дискретного управления без непо-
средственного его построения для конкретных моделей 
робота.

Применение нового подхода в исследовании устой-
чивости функционально-дифференциальных и дис-
кретных уравнений [25, 26] позволило математически 
строго обосновать решение задачи об отслеживании 
траектории мобильного робота в рамках динамической 
модели из [6, 15, 16] управлением с запаздывающей  
и дискретной обратной связью. Соответствующие ре-
зультаты представлены в работах [27–29], получен па-
тент на программный продукт [30, 31].

Целью настоящей работы является построение ро-
бастных непрерывных и дискретных моделей управле-
ния, обеспечивающих отслеживание и стабилизацию 
траектории колесного робота со смещенным центром 
масс без учета проскальзывания колес.

1 Постановка задачи 
Рассмотрим предложенную в [20] динамическую 

модель мобильного робота (см. рис. 1) с тремя всена-
правленными колесами и смещенным центром масс. 

Будем использовать следующие обозначения  
и предположения. Пусть OXYZ – неподвижная систе-
ма координат, связанная с горизонтальной опорной 

плоскостью OXY. Ось OZ направлена вертикально 
вверх. Пусть C – центр равностороннего треугольника  
C1 C2 C3, в вершинах которого расположены центры 
колес робота. Пусть Cx1y1z1 – подвижная система ко-
ординат, закрепленная на движущейся платформе ро-
бота. Ось Cx1 параллельна оси вращения первого коле-
са; ось Cz1 вертикальна; оси Cy1, Cz1 и Cx1 составляют 
правую систему координат. Плоскости OXY и Cx1y1 па-
раллельны.

Пренебрегая массой и размерами роликов, рассмо-
трим модель робота как систему из четырех абсолютно 
твердых тел, положение которых определяется шестью 
независимыми параметрами, образующими вектор 
обобщенных координат q = (x, y, ψ, φ1, φ2, φ3)

T, где x 
и y  – две декартовы координаты центра C платформы 
в системе OXYZ; ψ – угол поворота платформы вокруг 
вертикали, измеряемый от оси OX; φj – угол поворо-
та j-го колеса вокруг его оси вращения ( j = 1,2,3). 
Центр масс C0 системы смещен относительно центра 
C платформы на расстояние d. Угол между осью Cx1 
и вектором CC0 обозначим через α. Пусть r – радиус 
колес. Расстояния от центра платформы до центра Cj  
(j = 1,2,3) каждого колеса равны a. Обозначим через 
m0 и m1 массы платформы и колеса робота соответ-
ственно; через ρ0 и ρ1 обозначим радиусы инерции 
платформы и колеса относительно вертикальной оси, 
проходящей через их центры масс; обозначим через ρ3 
радиус инерции колеса относительно его оси вращения. 
Также введем следующие обозначения: 

Рис. 1. Модель мобильного робота с тремя 
омни-колесами
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Аналогично [20] предположим, что крутящие мо-
менты, создаваемые каждым из трех одинаковых 
двигателей постоянного тока, линейно зависят как от 
приложенного напряжения, так и от угловой скорости 
вращения ротора, т. е. 

 j = 1, 2, 3,
где cu и cv – некоторые постоянные, uj – напряжение, 
подаваемое на двигатель,  является моментом 
противоэлектродвижущей силы.

Используя результаты работ [20], можно найти сле-
дующее уравнение управляемого движения робота  
в системе координат OXYZ: 

		       (1)

где q = (q1, q2, q3)T, U = (U1, U2, U3)T, 

Ui = (cu / r) ui, i = 1, 2, 3, 

h = 3cv/(2r2), c(q3) = m0dcos(α + q3), 
s(q3) = m0dsin(α + q3),
Будем решать задачу отслеживания траектории ро-

бота при следующих ограничениях: 

	        (2)

где q = q(0)(t) – заданная траектория, которая являет-
ся дважды непрерывно дифференцируемой функцией 
времени, ξ1, ηk и ζk – некоторые положительные посто-
янные (k = 1, 2).

2 Решение задачи о стабилизации при мгновенной 
обратной связи 

Выберем управление U в виде:

		        (3)

где P–1P = E и, соответственно, 

 

  (4)

где fj ∈ C
1(R → R+), j = 1, 2, 3 – функции, удовлетво-

ряющие условиям:

Введем возмущения:

e = (e1, e2, e3)
T = q – q(0)(t).

Уравнения возмущенного движения могут быть 
представлены в следующем виде:

    (5)

где

 

Выберем функцию Ляпунова в виде:
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Для полной производной по времени этой функции 
в силу системы (5) можно найти оценку:

 
если

δ1 = m0dη2 + m2η1 < ah.		         (6)
На основании работ [13, 14] имеем следующий ре-

зультат.
Утверждение 1. Под действием управления (3), (4) 

каждое движение робота при ограничениях (6) на его 
возможные скорости будет равномерно асимптотиче-
ски устойчиво. При этом оно будет глобально стабили-
зируемо при условиях Fj(ej) → +∞ при ej → ±∞ .

Замечание 1. При невыполнении условия (6) стаби-
лизация движения q = q(0)(t) может быть достигнута 
добавлением составляющей U(2) управления U в виде:

h + μj ≥ ε,  j = 1, 2,

Замечание 2. Периодичность системы (1) по q3 по-
зволяет уменьшить затраты по U3 на глобальную ста-
билизацию изменением условий относительно f3 и F3 
на условия:

3 Решение задачи о стабилизации при запаздывании 
в цепи обратной связи 

Допустим, что возмущение e(t) определяется с ко-
нечным запаздыванием

ej = ej (t – vj(t)), 0 ≤ vj(t) ≤ v0,  j = 1, 2, 3
или e = e(t – v(t)). Управление (3), таким образом, будет 
иметь следующий вид:

   
(7)

или

Соответственно имеем уравнения возмущенного 
движения: 

 

 

(8)

Для матрицы P и вектор-функций U (0) и f применим 
следующие представления:
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Введем функционал Ляпунова:

Для производной по времени этого функционала  
в силу замкнутой системы (8) можно получить следую-
щую оценку:

 
где

Матрица  ( ) этой оценки явля-
ется отрицательно-определенной при условии (6) и вы-
полнении следующих неравенств:

    

(9)

Таким образом, при этих условиях W(ėt ) ≤ 0, 
W(ėt ) = 0 ⇔{ė(t + τ) ≡ 0}. Но в силу задания fj(ej) 
множество {W(ėt ) = 0} не будет содержать целых ре-
шений предельных к (8) уравнений, кроме нулевого, 
ė(t)  = e(t) = 0. Согласно теореме об асимптотической 
устойчивости из [25] имеем следующий результат.

Утверждение 2. Управление (7) обеспечивает гло-
бальную равномерную стабилизацию любого из движе-
ний робота, удовлетворяющего ограничениям (6), при 
запаздывании, удовлетворяющем условиям (9). Из этих 
условий может быть найдена следующая заведомая 
оценка величины запаздывания:

  

 (10)

4 Стабилизация с дискретным управлением 
Рассмотрим случай дискретного управления в виде 

ступенчатого импульсного управляющего воздействия 
вида:

u = f(e(Ln)),  Ln = nL0,  n ∈ Z+,  L0 > 0.	   (11)
На каждом отрезке времени [nL0, (n + 1)L0] имеет 

место представление:
f(e(Ln)) = f(e(t – v(t))),

где функция v(t) = t – Ln, 0 ≤ v(t) ≤ L0, является непре-
рывной на каждом таком интервале.

Отсюда и из Утверждения 2 находим, что дискрет-
ное управляющее воздействие (11) решает задачу  
о робастном отслеживании заданной траектории при 
условии (8) и ограничении на интервал дискретизации 
L0 ≤ v0 < h√Δ/3. 

Замечание 3. Если величина h, характеризующая 
момент противоэлектродвижущей силы, является недо-
статочной для выполнения условий (9) и (10), возможное 
решение представляется в виде добавления составляю-
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Рис. 2. Отслеживание заданной траектории робота 
при управлении (11)

щей U(2) в виде   j = 1, 2, 3. 
Можно показать, что такой подход имеет заведомое 
решение с достаточно сложным подбором коэффици-
ентов μj, j = 1, 2, 3.

Численное моделирование движения колесного ро-
бота при действии управления (11) проводилось в си-
стеме Scilab на временном интервале t ∈ [0; 150]  для 
следующих значений параметров:

m0 = 20 кг, m1 = 1 кг, r = 0,1 м, a = 0,25 м,
d = 0,05 м, ρ0 = 0,5 м, ρ1 = 0,1 м, ρ3 = 0,1 м,
α = π/6 рад, cv = 6∙10−2 H∙м∙с.
Отслеживаемая траектория представляет собой  

эллипс вида

x(t) = 5 + 7 cos t м, y(t) = 5 + 9 sin t м.

При этом при движении по эллипсу платформа ро-
бота должна вращаться вокруг своего геометрического 
центра по закону

 рад. 

Начальные положение и скорость робота выбраны 
следующими:

x(0) = 25 м, y(0) = 35 м, ψ(0) = −2,21 рад,
ẋ(0) = 25 м/с, ẏ(0) = −15 м/с, (0) = 20 рад/с.
Найдены следующие параметры управления:
ui(t) = ki  f(qi(Ln)), fi(qi) = arctg (qi),
i = 1, 2, 3, t∈ [nL0, (n + 1)L0), n = 0, 1, 2, ...
L0 = 0,04 c, k1 = k2 = k3 = 20.
На рисунках 2 и 3 представлены результаты модели-

рования. Анализ графиков показывает, что закон управ-
ления (11) обеспечивает робастное отслеживание тра-
ектории робота.

Заключение

В статье исследована задача об управлении робо-
том с тремя омни-колесами и со смещенным центром 
масс. Обоснована структура управления, обеспечива-

Рис. 3. Зависимость угла поворота платформы робо-
та от времени при управлении (11)

ющая отслеживание заданной траектории, в том чис-
ле с учетом запаздывания и дискретности сигнала в 
цепи обратной связи. При этом управление является 
робастным, а именно: параметры этого управления не 
зависят непосредственно от массоинерционных пара-
метров системы и задания отслеживаемой траектории,  
а определяются только значениями ограничений на эти 
параметры и траекторию. Ранее в статьях [32–34] была 
построена динамика мобильного робота, манипулято-
ра на подвижной платформе с тремя омни-колесами. 
Полученные в данной работе результаты могут быть 
использованы в задачах управления такими системами, 
имеющими важное применение в различных сферах 
[35]. Соответствующим образом полученные результа-
ты могут быть применены и к другим моделям мобиль-
ного робота с роликонесущими колесами [36].
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